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ABSTRACT
In the present work, the problem associated to the firm en-
ergy evaluation is treated as a non linear optimization model,
which allows the representation of the productivity variation
of the hydro plants. The proposed model takes into account
the individualized representation of the plants and the his-
torical series of flows since the month of January of 1931.
The proposed optimization problem will be solved using the
Primal-Dual Interior Point Method. A case study will be pre-
sented including the Brazilian Interconnected National Sys-
tem. The results obtained show that the proposed method-
ology is promising, since it presents an energy market value
more realistic when compared with existing methodologies.
KEYWORDS: Firm Energy, Efficient Storage, Nonlinear Op-
timization, Interior Point Method.
RESUMO
No presente trabalho, o problema associado ao cálculo da
energia firme é tratado como um modelo não linear de oti-
mização, o que permite a representação da variação da pro-
dutividade das usinas. No modelo proposto é considerada a
representação individualizada das usinas bem como a série
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histórica de vazões desde o mês de janeiro de 1931. O pro-
blema de otimização proposto é resolvido através do método
primal-dual de pontos interiores. Adicionalmente, é apresen-
tado um estudo de caso abrangendo o Sistema Interligado
Nacional Brasileiro. Os resultados obtidos mostram que a
metodologia proposta é promissora, tendo em vista que apre-
senta um valor de mercado de energia mais realista quando
comparado com outras metodologias.
PALAVRAS-CHAVE : Energia Firme, Armazenamento Efici-
ente, Otimização Não Linear, Método de Pontos Interiores.
1 INTRODUÇÃO
Um dos desafios da área de planejamento da operação e ex-
pansão consiste em determinar a melhor metodologia para
avaliar a capacidade de suprimento de um sistema hidrelé-
trico e das usinas que o compõem frente um comportamento
hidrológico estocástico, denominado energia firme. Tradici-
onalmente, avalia-se tanto a energia firme global do sistema
(conjunto de usinas hidrelétricas), como também, a energia
firme individualizada para cada usina hidrelétrica que com-
põe o sistema.
D acordo com as regras de comercialização de energia elé-
trica no Brasil, cada usina hidrelétrica tem um limite (lastro)
para o estabelecimento de contratos. Obviamente, o lastro
não corresponde à capacidade instalada da usina hidrelétrica,
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visto que a geração é fortemente influenciada pela hidrolo-
gia. O lastro ou garantia física ou energia assegurada é calcu-
lado admitindo-se um risco de 5% (Soares & Marcato, 2006),
(Hreinsson & Barroso, 2004).
A metodologia para o cálculo da energia assegurada no Brasil
é baseada em sistemas equivalentes de energia para cenários
sintéticos de energias afluentes (Arvanitids & Rosing, 1970).
A energia assegurada é calculada por um modelo computa-
cional baseado em programação dinâmica dual estocástica
(PDDE) (Pereira et al., 1998).
Logo, a energia assegurada é inicialmente determinada para
um sistema equivalente de energia (ou conjunto de usinas). A
energia firme individualizada das usinas hidrelétricas é utili-
zada como fator de rateio da energia assegurada global de
um sistema para as usinas hidrelétricas que o compõem (Ca-
margo & Mendes, 2003), (Mendes et al., 2003). Portanto, a
energia firme individual influencia diretamente a determina-
ção da garantia física das usinas (ou lastro) a fim de estabele-
cer seus contratos com as distribuidoras, consumidores liv
e comercializadores (Mendes & Santana, 2003), (Faria et al.,
2006). Por este motivo, torna-se extremamente importante
a avaliação de novas metodologias para o cálculo da energia
firme.
A energia firme do sistema é definida como a máxima capa-
cidade de suprimento de energia de um conjunto de usinas
hidrelétricas sem a ocorrência de déficits, considerando-se
todo o registro histórico de afluências (Hicks et al., 1974).
Por outro lado, imaginando-se um mercado igual à energia
firme do sistema, a energia firme de cada usina é determi-
nada pela geração média da usina durante o período crítico.
O período crítico é dado pelo período compreendido entre
um mês onde se observa a máxima energia armazenada no
sistema e o mês onde se observa a menor energia armaze-
nada no sistema sem re-enchimentos intermediários.
O cálculo da energia firme é um problema complexo devido
à interconexão de usinas em cascata em uma mesma bacia hi-
drográfica e principalmente, devido as não linearidades ine-
rentes ao problema de despacho hidráulico (Silva Fo. et al.,
2003), (Yu et al., 1998), (Yeh, 1985). As não linearidades
intrínsecas ao problema estão associadas às perdas hidráuli-
cas, polinômios cota-volume, cota-área e vazão-nível jusante
(Marques et al., 2006), (Soares & Carneiro, 1991).
A referência (Soares & Marcato, 2006) propõe uma metodo-
logia de cálculo da energia firme baseada em programação
linear, onde a solução é obtida através de um único problema
de programação linear, no qual todos os estágios mensais e
todas as usinas são representadas. Adicionalmente, para mo-
delar a varaiação da produtividade das usinas, foi desenvol-
vido um programa baseado em programação linear seqüen-
cial (PLS). Este modelo faz o cálculo das produtividades das
usinas baseado nos resultados obtidos na iteração anterior.
No entanto, foi observado um grande esforço computacio-
nal, pois o método realiza sucessivas execuções do problema
de programação linear.
A referência (Cramton & Stoft, 2007) mostra que o conceito
de energia firme também é utilizado no mercado de energia
da Colômbia influenciando fortemente as relações contratu-
ais entre os agentes, sinalizando adequadamente a remune-
ração dos mesmos de forma a atrair investimentos ao setor,
o que confere maior confiabilidade e eficiência ao modelo
operacional do mercado de energia.
Atualmente, o cálculo da energia firme para as usinas do Sis-
tema Brasileiro é realizado por um modelo desenvolvido pelo
C ntro de Pesquisas de Energia Elétrica (CEPEL). Este mo-
delo, denominado SUISHI-O, faz uso da representação in-
dividualizada das usinas hidrelétricas e de heurísticas opera-
tivas. Embora os resultados obtidos mostrem uma elevada
robustez metodológica e um reduzido esforço computacio-
nal, a energia firme alocada entre as usinas pode não retra-
tar o ponto de ótimo de operação global (Soares & Marcato,
2006).
No presente trabalho, o problema associado ao cálculo da
energia firme é tratado através de um modelo não linear de
otimização, o que permite a representação não linear da vari-
ção da produtividade das usinas. A representação individua-
lizada das usinas é utilizada juntamente com a série histórica
de vazões desde o mês de janeiro de 1931. O problema de
otimização não linear proposto é resolvido através do método
primal-dual de pontos interiores (Granville, 1994), (Karm-
kar, 1984). Para testar a metodologia não linear proposta,
s rá utilizado um estudo de caso abrangendo o Sistema In-
terligado Nacional (SIN), contendo 107 usinas hidrelétricas.
Os resultados obtidos serão apresentados e discutidos a fim
de mostrar a eficácia da metodologia proposta.
2 FORMULAÇÃO PROPOSTA
O problema é formulado como:
max EF (1)
Sujeito a:




















PGti − EF = 0 (λd
t) (1.2)
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Sti min ≤ S
t
i ≤ ∞ (1.3)











EF Representa a energia firme total do sistema [MW];
V ti Representa o volume armazenado no reservatório da
usinai, durante o estágiot [hm3];
Qti Representa o volume turbinado na usinai, durante o es-
tágiot [hm3/mês];
Sti Representa o volume vertido na usina, durante o estágio
t [hm3/mês];
Mi Representa o conjunto de usinas imediatamente a mon-
tante da usinai;




i Representa o multiplicador de Lagrange associado a
cada equação de balanço hídrico no modelo de otimi-
zação;
NH Representa o total de usinas hidrelétricas consideradas
no estudo;
PGti Representa a geração de energia na usinai, durante o
estágiot [MW];
λd
t Representa o multiplicador de Lagrange associado a
cada equação de balanço de demanda no modelo de oti-
mização;
Sti min Representa o volume vertido mínimo no vertedouro
da usinai, durante o estágiot [hm3/mês];
Qtimin Representa o volume turbinado mínimo da usinai,
durante o estágiot [hm3];
V ti min Representa o volume armazenado mínimo no reserva-
tório da usinai, durante o estágiot [hm3/mês];
Qtimax Representa o volume turbinado máximo da usinai,
durante o estágiot [hm3];
V ti max Representa o volume armazenado máximo no reser-
vatório da usinai, durante o estágiot [hm3/mês].
A função objetivo (1) corresponde à máxima demanda a ser
atendida, ou seja, o máximo mercado de energia que pode ser
atendido com 0% de risco.
A equação (1.1) representa a conservação da água nos reser-
vatórios, também chamada de restrição de balanço hidráu-
lico.
A equação (1.2) representa a conservação de energia associ-
ada a capacidade das usinas de atendimento à demanda.
As restrições (1.3)-(1.5) definem os limites operativos infe-
rior e superior das usinas hidrelétricas. Estas restriçõessão
tratadas através do método primal-dual de pontos interiores
proposto por (Granville, 1994). Neste modelo de tratamento
dos limites de canalização, as variáveis de folga correspon-
dentes aos limites inferiores (sl) e aos limites superiores(su),
introduzidas pelo método de pontos interiores, através da
função barreira logaritmica, são tratadas fora da matriz Hens-
siana (W).
A função lagrangeana (L) correspondente a este problema é
apresentada em (2), ondeµ representa o parâmetro barreira.






























































πlti Representa o multiplicador de Lagrange associado a
cada equação de canalização de limite inferior para a
usinai, durante o estágiot;
πuti Representa o multiplicador de Lagrange associado a
cada equação de canalização de limite superior para a
usinai, durante o estágiot;
xti Representa o conjunto de variáveis com limites operati-





A solução do problema linear, resultante da aplicação das
condições de Karush-Kuhn-Tucker, associadas ao método de
Newton-Raphson é obtida através do método primal-dual de
pontos interiores, proposto por (Granville, 1994). Esta refe-
rência mostra de forma detalhada um arranjo para a retirada
das variáveis de folga (sl e su) e dos multiplicadores de La-
grange (πl eπu) da solução do problema linear.
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A potência gerada (PGti) nas usinas hidrelétricas para cada






O parâmetroρti representa a produtividade da usina, no es-
tágio t e é dada em MW·mês/hm3. Quando este parâmetro
é considerado constante, o problema (1) é resolvido por pro-
gramação linear. No entanto, a produtividade é dependente
das cotas a jusante e a montante, respectivamente, do reser-
vatório e do canal de fuga. Estes fatores tornam o problema
de otimização não linear aumentando a complexidade de so-
lução. A equação (4) mostra como a produtividade varia com
as cotas do reservatório.






ρ spi Representa a produtividade específica da usinai [MW ·
mês /(hm3·m)];
φti Representa a cota do reservatório na usinai, durante o
estágiot [m];
θti Representa a cota do canal de fuga da usinai, durante o
estágiot [m];
As cotas são representadas através das expressões (5) e (6),e


























CRk,i Representa okesimo coeficiente do polinômio cota-
volume da usinai;
CFk,i Representa okesimo coeficiente do polinômio Vazão-
Nível Jusante da usinai.
A produtividade também depende das perdas hidráulicas nas
tubulações da instalação, no entanto neste trabalho elas não
serão consideradas.
A inicaliazação das variáveis primais de todas as usinas hi-
drelétricas foi feita como a seguir: (i) a vazão turbinada
sendo igual à metade da vazão máxima turbinável; (ii) va-
zão vertida igual a zero; (iii) volume armazenado inicial nos
reservatórios igual a capacidade máxima de armazenamento
dos mesmos; (iv) as variáveis duais foram todas inicializadas
iguais a 1 e (v) Energia Firme igual a zero.
A solução do problema (1) fornece, entre outros resultados,
o valor da capacidade total do sistema, energia firme global,
bem como o período crítico do sistema. A partir destes re-
sultados, pode-se determinar, em uma etapa adicional, o va-
lor da energia firme individualizada das usinas. Para tanto,
considera-se a geração média de cada usina hidrelétrica du-
rante o período crítico como a sua energia firme individua-
lizada (EFi). A energia firme individualizada é, portanto,








CP Representa o conjunto de estágios que englobam o pe-
ríodo crítico;
NCP Número de estágios do período crítico.
3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS
A solução do problema será discutida através de um caso tu-
torial a fim de possibilitar a análise dos aspectos computaci-
onais do método de pontos interiores. O sistema em análise
é composto por 2 usinas e um horizonte de planejamento de
2 meses. A Fig. 1 mostra a configuração em cascata deste
sistema.
Para este sistema, a estrutura da matriz Hessiana é definida
conforme mostra a Fig. 2. Esta matriz é composta fundamen-
talmente por duas sub-matrizes, que compõem uma estrutura
em blocos de diversos elementos inerentes ao problema com
relação às restrições hidráulicas e de demanda.
Na primeira sub-matriz, definida como sub-matriz energé-
tica, o bloco de uma usina é composto de quatro elementos,
e é representado pelo bloco do tipoWSTtPi . Os elementos que
compõem este bloco são as variáveis de volume vertido (S),
volume turbinado (Q), volume armazenado (V ) e o multipli-
cador de Lagrange correspondente à equação de conservação
de água da usina no estágio de planejamento (λh) e segue
esta mesma ordenação na formação do bloco. A seguir é
mostrada a construção deste bloco.





























Figura 1: Cascata empregada para estudo tutorial.
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Figura 3: Estrutura do bloco WSTtPi da Matriz Hessiana.
onde, L denota a equação lagrangeana resultante do pro-
blema de otimização,t denota o estágio, ei denota a usina.
Pode-se observar ainda o acoplamento temporal, que repre-
senta a interligação do armazenamento de água em uma usina
em estágios imediatamente vizinhos, através dos blocos do
tipo WSTt,STt+1Pi . A seguir é mostrada a construção deste
bloco.
O acoplamento hidráulico é observado nos blocos do tipo
WSTtPi,Pm, que representam a interconexão hidráulica entre
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Figura 4: Estrutura do bloco WSTt,STt+1Pi da Matriz Hessiana.
lumes vertido e turbinado das usinas imediatamente a mon-
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Figura 5: Estrutura do bloco WSTtPi,Pm da Matriz Hessiana.
onde,m denota a usina imediatamente a montate da usinai.
A segunda sub-matriz, definida como sub-matriz de de-
manda, é composta pelos blocos do tipoW ρPi,STt, e represen-
tam a função de produção de energia hidrelétrica, dependente
das variáveis de volume vertido (S), volume turbinado (Q),
volume armazenado (V ) e do multiplicador de Lagrange da
equação de conservação de energia correspondente ao está-
gio (λd). A seguir é mostrada a construção deste bloco.
2 2 2L L L
t t t t t tPi,STt
d d di i i i i i
W 0
S Q V
ρ  =  ∂ ∂λ ∂ ∂λ ∂ ∂λ 
∂ ∂ ∂
 
Figura 6: Estrutura do bloco WρPi,STt da Matriz Hessiana.
Finalmente, o bloco de energia firme WEF , é composto pelos
multiplicadores de Lagrange da equação de conservação de
energia de cada estágio (λd), ordenados em ordem crescente
de estágios, seguido pelo elemento de demanda ou energia
firme (EF). A construção deste bloco é mostrada na Figura 7.
As figuras (2-7) enfatizam a esparsidade da matriz Hessiana.
O número de variáveis (NV) do problema pode ser calculado
através de (8) de acordo com o número de usinas hidrelétricas
e estágios com discretização mensal.
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Figura 7: Estrutura do bloco WEF da Matriz Hessiana.
NV = 4 · (NH · NE) + NE + 1 (8)
onde,
NE Representa o número de estágios de planejamento, com
discretização mensal.
Neste caso, utilizando-se a equação (8), tem-se que o número
de variáveis de otimização é 19, portanto, a matriz possui 361
elementos. Entretanto, somente 63 são elementos não nulos,
ou seja, aproximadamente 17.45%. Para sistemas de grande
porte estes elementos são uma parcela menor que 0.01% do
número total de elementos na matriz Hessiana. Esta caracte-
rística do problema permite a solução do problema de grande
porte em um único problema de otimização não linear, utili-
zando técnicas de esparsidade.
As simulações foram realizadas em um PC Intel Dual Core,
1.86 GHz / 2048 MB e plataforma C++ em ambiente DOS.
As rotinas de ordenação e fatoração utilizadas na imple-
mentação computacional foram obtidas através do domínio
www.gnu.org.
4 ESTUDO DE CASO
Esta seção apresenta uma análise comparativa dos resultado
obtidos através da abordagem linear seqüencial (Soares &
Marcato, 2006) e a metodologia proposta.
A simulação foi realizada considerando-se o histórico hidro-
lógico mensal de 70 anos a partir do mês de janeiro de 1931.
A topologia do sistema considera todas as usinas hidrelé-
tricas do Sistema Interligado Nacional (SIN) brasileiro. O
SIN em sua configuração do Programa Mensal de Operação
(PMO) de janeiro de 2006 é composto por 107 usinas hidre-
létricas, contando com 51 usinas com reservatório de regu-
lação e 56 usinas operando a fio d’água. A capacidade total
instalada é de 79,50 GW. Os dados cadastrais das usinas hi-
drelétricas e reservatórios do sistema em estudo e todas as


















suas características operativas e construtivas foram obtidos
através de (CCEE, 2006).
Para o Sistema Interligado Nacional (SIN), a matriz Hessi-
ana associada ao problema de otimização não linear proposto
possui uma porcentagem de elementos não nulos de 0,001%.
Através de (8) verifica-se que o número de variáveis deste
problema é igual a 360.361 unidades. Foram necessárias 259
iterações no método primal-dual de pontos interiores para a
convergência.
A energia firme global do SIN e o período crítico são obtidos
através de uma única simulação da plataforma computaci-
onal proposta. A partir daí são calculados a energia firme
individualizada das usinas hidrelétricas e a evolução da ener-
gia armazenada no sistema. A Tabela 1 mostra os resultados
das simulações realizadas com o modelo linear seqüencial e
com o modelo proposto.
Conforme esperado, foi obtida uma diferença na energia
firme global de 347,9 MW entre as duas metodologias, o que
representa 2,7%. Esta diferença percentual é observada tanto
nas usinas a fio d’água quanto nas usinas com reservatório.
Em relação ao período crítico, as duas metodologias apon-
taram o mesmo resultado. Em relação ao tempo computa-
cional, a metodologia proposta apresentou um desempenho
muito melhor porque resolve o problema em uma única si-
mulação.
Em relação à energia firme global do sistema, a Figura 8 mos-
tra que as duas metodologias são bastante aderentes. No en-
tanto, observa-se que no início do período crítico o armaze-
namento do sistema é superior para a metodologia proposta.
Este fato justifica o melhor desempenho das usinas do sis-
tema, pois maiores níveis de água nos reservatórios levam o
sistema a maiores alturas de queda, o que aumenta a produti-
vidade e a eficiência das usinas hidrelétricas.
Os resultados da metodologia proposta são mais realistas,
pois consideram a dependência da produtividade das usinas
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Figura 8: Evolução da Energia armazenada no sistema du-
rante o período crítico.





















Figura 9: Evolução do Volume Armazenado das Usinas de
Furnas e Ilha Solteira Durante o Período Crítico.
em relação aos níveis de montante e jusante. Esta relação en-
tre produtividade e cotas da usina não permite variações brus-
cas nos níveis dos reservatórios, pois estas variações afetam
negativamente a produtividade das usinas. Este fato, con-
templado pela metodologia proposta, está em consonância
com a prática atual de operação dos reservatórios. A Fig. 9
mostra os resultados obtidos para as usinas de Furnas e Ilha
Solteira. Pode-se observar claramente a vantagem da meto-
dologia proposta (PNL).
A Fig. 10 mostra a geração hidráulica durante o período crí-
tico para a Usina de Ilha Solteira. Observa-se que na metodo-
logia proposta ocorreu menos variações da geração tendo em
vista o maior equilíbrio de armazenamento. Em conseqüên-













Figura 10: Geração de Ilha Solteira durante o período crítico.






























Figura 11: Produtividade das usinas de Furnas e Ilha Solteira
durante o período crítico.
cia, a usina apresenta uma geração média maior.
A Fig. 11 apresenta a evolução da produtividade para as usi-
nas Furnas e Ilha Solteira durante o período crítico. Enquanto
o modelo linear seqüencial apresenta a produtividade cons-
tante, a produtividade real das usinas identificada pela meto-
dologia proposta permanece grande parte do tempo maior.
A Tabela 2 mostra os valores da energia firme individuali-
zado para algumas usinas do SIN e o seu percentual em rela-
ção a energia firme global mostrada na Tabela 1. A diferença
no percentual de contribuição da Energia Firme individuali-
zada tem impacto direto sobre a garantia física atribuída a
cada uma das usinas hidrelétricas.
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Camargos 18,34 0,04 15,3 0,04
Furnas 524,33 1,23 564,47 1,32
Marimbondo 580,33 1,36 635,29 1,48
Ilha Solteira 1708,8 4,01 1873,5 4,37
Itaipú 7582,6 17,81 7718,9 18,01
Moxotó 2382,4 5,60 2509,1 5,85
Tucuruí 3883,2 9,12 3828,6 8,93
Xingó 2524,8 5,93 2686,2 6,27
5 CONCLUSÕES
Este artigo apresentou uma aplicação do método primal-dual
de pontos interiores para o cálculo da energia firme do Sis-
tema Interligado Nacional Brasileiro. A metodologia utili-
zada permitiu a representação individualizada das usinas h-
drelétricas considerando as não linearidades das funções de
produtividade. Dos resultados obtidos, os seguintes aspectos
podem ser destacados:
• As estimativas das metas de geração são dimensiona-
das adequadamente ao empregar uma metodologia com
maiores detalhamentos do sistema.
• O armazenamento de água nas usinas hidrelétricas
tornou-se mais eficiente com a metodologia proposta
devido a representação da variação da produtividade das
usinas.
• O valor da energia firme encontrado pela metodologia
proposta é maior que o valor encontrado pela modela-
gem linear seqüencial tendo em vista a modelagem mais
realista do sistema.
• A energia firme das usinas hidrelétricas sinaliza de
forma mais correta a distribuição da energia assegurada
conduzindo a um rateio mais justo.
A complexidade da metodologia proposta exigiu a utilização
de técnicas de esparsidade para a solução do sistema de equa-
ções. O tempo computacional poderá ser reduzido através da
utilização de técnicas orientadas a objetos e rotinas de fato-
ração mais específicas. No entanto, o tempo atual não é fator
impeditivo para a utilização da técnica proposta.
6 DESENVOLVIMENTOS FUTUROS
A metodologia proposta permite incorporar, no cálculo da
energia firme, as não linearidades inerentes ao problema.
Portanto, a análise da influência das perdas hidráulicas e da
evaporação constituem objetos de pesquisas.
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